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7.11 Unendliche Folgen

Wir begegnen oft Funktionen wie denen im Newton-Verfahren, die jeder natiirlichen
Zahl n eine Zahl s(n) zuordnen. Solch eine Funktion heilit eine unendliche Folge
oder einfach nur eine Folge. Ihre Glieder s(1), s(2), s(3), ..., s(n), ... werden gewdhn-
lich mit Indizes bezeichnet: s, s3, S3, ..., Sp, .... Wir verwenden oft die pridgnantere
Notation (s,)$2, oder einfach (s,) fiir eine beliebige unendliche Folge.® Wenn z. B.
s(n) = 1/nflirn=1,2,3,..., dann sind die Glieder dieser Folge

Wenn wir n groB genug wihlen, konnen die Glieder dieser Folge beliebig klein
gemacht werden. Wir sagen, dass die Folge gegen 0 konvergiert. Allgemein definieren
wir: Eine Folge {s,} konvergiert gegen eine Zahl s, wenn s, beliebig nahe an s gewdhlt
werden kann, indem man n hinreichend grof§ wdhlt. In diesem Fall schreiben wir

lim s, =s oder Sy — S, Wwenn n — oo

n—oo
Diese Definition ist nur eine Anpassung der fritheren Definition f(x) - A, wenn
x — oo. Alle iiblichen Regeln fiir Grenzwerte aus Kap. 6.5 gelten auch fiir Grenzwerte
von Folgen.

Wenn eine Folge nicht gegen eine reelle Zahl konvergiert, sagt man, dass sie diver-
giert. Betrachten Sie die folgenden zwei Folgen:
22, und {EDE,

n=0

Erklédren Sie, warum diese beide divergieren.'®

Beispiel 7.11.1

Fir n > 3 sei A, die Fldache eines reguldren Polygons mit n gleichen Seiten und n
gleichen Winkeln, manchmal n-Polygon genannt, das in einen Kreis mit Radius 1
einbeschrieben ist. Fiir n = 1 oder n = 2 kollabiert das Polygon zu einem einem ein-
zelnen Punkt bzw. zu einem Intervall auf einer Geraden. Beide haben die Flache Null,
so dass wir A; = A, = 0 setzen.

Danach fiir n = 3 ist A; die Flache eines Dreiecks; fiir n = 4 ist A, die Flache eines
Quadrats, fiir n = 5 ist A5 die Fldche eines Pentagons usw. — siehe Abb. 7.11.1.

Die Flache A, wichst offensichtlich mit n, ist aber immer kleiner als die Zahl =,
die als Fldche eines Kreises mit Radius 1 definiert werden kann. Es erscheint intuitiv
offensichtlich, dass wir die Differenz zwischen den Fldachen A, und = so klein ma-
chen konnen, wie wir wollen, indem wir n hinreichend gro8 wéhlen. Dies rechtfertigt
die Behauptung, dass A, — 7, wenn n — oo.

15 Die alternative Notation {s,}$° oder einfach {s,} wird manchmal genutzt. Ein Grund, sie zu
vermeiden, ist, dass sie eine ungeordnete Menge andeutet, wihrend eine Folge eine geordnete
Menge ist.

16 Gelegentlich, wie bei der ersten dieser Folgen, ist der Anfangsindex nicht 1, sondern eine
andere ganze Zahl, hier 0.
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N

Ay

Abbildung 7.11.1: Drei Polygone

Beispiel 7.11.2

Gleichung (6.11.6) besagt, dass lima,—o(1 + Ax)"/2* gleich e = 2.718... ist. Wenn
wir Ax = 1/n setzen, dann gilt Ax — 0, wenn die natiirliche Zahl n — oc. Dies ergibt
den folgenden wichtigen Grenzwert:

e= lim (1+1/n)" (7.11.1)

Beweis des Zwischenwertsatzes

Nehmen Sie an, dass die zwei Folgen {a,}°2, und {b,}52, gemeinsam die folgende
Bedingung erfiillen:

an < Apt1 < bpy1 <b, flurallen=1,2... (7.11.2)
Nehmen Sie zusitzlich an, dass
lim |b,—a,| =0 (7.11.3)
n—oo

Eine fundamentale Eigenschaft der reellen Zahlen besagt dann, dass die zwei Folgen
einen gemeinsamen Grenzwert ¢* haben, so dass lim,—, o a, = lim,—.« b, = ¢*.
Diese Eigenschaft ermoglicht uns, den Zwischenwertsatz wie folgt zu beweisen:

Beweis von Theorem 7.10.1: Betrachten Sie die folgende Konstruktion einer schrumpfenden
Folge von Intervallen [ap, by]. Starten Sie mit ap = a und by = b. Dann haben f(ag) und f(bo)
entgegengesetzte Vorzeichen, nach Voraussetzung. Sei co der Mittelpunkt 2 (ao + bo) des Inter-
valls [ag, bo]. Wenn f(co) = 0, dann setzen wir ¢ = ¢g und die Konstruktion ist beendet.

Andernfalls, d.h. wenn f(cp) # 0, dann haben entweder f(cp) und f(ap) entgegengesetzte
Vorzeichen oder f(co) und f(bo) haben entgegengesetzte Vorzeichen. Im ersten Fall wihlen Sie
a; = ag und by = ¢p; im zweiten Fall wihlen Sie a1 = ¢y und by = bg. Auf diese Weise haben
wir ein neues Intervall [a;, b1] konstruiert, so dass f(a1) und f(b,) entgegengesetzte Vorzeichen
haben. Ferner impliziert unsere Konstruktion, dass entweder |b; — a1| = |co — ao| = %|bo — ap|
oder |by — a1| = |bg — | = %|bo — qp|. In jedem Fall ist das neue Intervall halb so lang wie das
alte. Bemerken Sie noch, dass ag < a1 < by < bg.

Diese Konstruktion kann so oft wie nétig wiederholt werden, um eine Folge von Intervallen
[an, bp] mit |bpt1 — an1| = %Ibn — ap| zu erzeugen, so dass die Funktionswerte f(an) und f(b,)
entgegengesetzte Vorzeichen in diesen Endpunkten haben. Die Konstruktion ist nach n Schritten
beendet, wenn wir einen Punkt ¢, ereichen, fiir den f(cp) = 0. Andernfalls erhélt man eine
unendliche Folge von Intervallen [an, by], deren Ldnge die Gleichung |b, — an| = 277|bg — ao|
erfiillt und somit gegen Null konvergiert. Aulerdem ist die Folge a, der unteren Grenzen nicht-
fallend und die Folge b, der oberen Grenzen ist nicht-steigend.
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Nach Konstruktion erfiillen die zwei Folgen {a,}52, und {b,}52; die Gleichungen (7.11.2)
und (7.11.3). Daher existiert eine reelle Zahl ¢*, die ein gemeinsamer Grenzwert ist, gegen den
ap von unten konvergiert und gegen den b, von oben konvergiert. Wir haben aber angenommen,
dass die Funktion f stetig ist auf dem Intervall [a, b], so dass Definition (7.8.1) impliziert, dass
sowohl f(a,) = f(c*) als auch f(b,) — f(c*), wenn n — oo.

Beachten Sie jetzt: Weil f(a,) und f(b,) immer entgegengesetzte Vorzeichen haben, gilt
f(an) f(bn) <0 fiir alle n =0, 1, 2, .... Dann implizieren die obigen Grenzwerteigenschaften,

dass
[ = lim_f(an) f(by) <0

Aber dies ist nur moglich, wenn f(c*) = 0, so dass wir ¢ = ¢* nehmen kénnen.

Wir bemerken, dass die fundamentalen Eigenschaften (7.11.2) und (7.11.3) der reel-
len Zahlen, die in diesem Beweis benutzt wurden, nicht gelten, wenn wir uns auf die
Menge der rationalen Zahlen beschrianken. In der Tat: Betrachten Sie die Funktion
f(x) = x* — 2 auf dem Intervall [1, 2]. Alle andere Bedingungen des Zwischenwertsat-
zes sind erfillt. Man kann eine unendliche Folge von Intervallen [a,, b,] mit allen
obigen Eigenschaften konstruieren. Es gibt jedoch keinen Grenzwert unter den ra-
tionalen Zahlen. In der Tat gibt es keine rationale Zahl, so dass f(x) = 0, weil J2
irrational ist.

Irrationale Zahlen als Grenzwerte von Folgen

In Beispiel 7.11.1 betrachten wir die Folge {A,} der Flachen regulédrer n-Polygone
und haben gezeigt, dass diese Folge gegen die irrationale Zahl = = 3.14159265. ..
konvergiert. Aber am Ende von Kap. 2.10 betrachteten wir aufeinander folgende De-
zimalentwicklungen. Im Fall von = erzeugen diese Entwicklungen die Folge s; = 3.1,
Sy = 3.14, s; = 3.141, s, = 3.1415, usw. Hier ist jedes s, die Entwicklung von = auf
n Dezimalstellen. Nach Konstruktion hat man s, <7 <'s, + 107", weil s, der grofite
Bruch mit n Dezimalstellen sein muss, der nicht gréBer ist als z. In der Tat: Das Paar
von Folgen {s,} und {s, + 107"} erfiillen (7.11.2) und (7.11.3). Dies impliziert, dass
sie einen gemeinsamen Grenzwert haben, wenn n — oo, der gleich 7 sein muss.

Sei a eine feste positive reelle Zahl. In Kap. 2.5 wurde die Potenz a* definiert, wenn
x rational ist. Und in Kap. 4.8 wurde vorgeschlagen, wie a* zu definieren ist, wenn
x irrational ist, indem der Spezialfall 57 betrachtet wurde. Sei jetzt r eine beliebige
irrationale Zahl. Dann gibt es, genau wie fiir = eine Folge r, von rationalen Zahlen,
so dass r, — r, wenn n — oo. Die Potenz a™ ist wohldefiniert fiir alle n. Da r, gegen
r konvergiert, ist es verniinftig a" als Grenzwert von a™ zu definieren, wenn n gegen
unendlich geht:

a’ = lim a™ (%)
n—o0

Tatsdchlich gibt es unendlich viele Folgen (r,) von rationalen Zahlen, die gegen eine

gegebene irrationale Zahl r konvergieren. Man kann jedoch zeigen, dass der Grenz-
wert in (x) existiert und unabhéngig davon ist, welche Folge wir wihlen.
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Aufgaben fiir Kapitel 7.11

— 2+2n-1
1. Gegeben sei oy = 3—n und B, = n-i-—n’n =1,2,... Bestimmen Sie die fol-
2n—1 3n2—2
genden Grenzwerte:
(a) lim oy, (b) lim B, (¢) lim (o, +48n)
n—oo n—oo n—oo

(d) n1—1>H<;o anPn (e) n1—1>H<;o an/Bn ® nl—l>ngo v Bn —an

2. Untersuchen Sie die Konvergenz der Folgen, deren allgemeiner Term wie folgt ist

2 n?—1 3n
(@ sp=5—~— (b) sp = (€) sn = ———
n n 2n% —1

n
3. Zeigen Sie, dass e = lim (1 + f) fiir x > 0 gilt.'”
n—oo n

» Losungen zu den Aufgaben finden Sie im Anhang des Buches.

7.12 Regeln von L'Héspital

Wir miissen oft den Grenzwert eines Quotienten untersuchen, wenn x gegen x strebt,
wobei sowohl Zghler als auch Nenner gegen 0 streben. Wir schreiben dann

i 160

i = ,0/0“
x=x0 g(x)

Wir nennen solch einen Grenzwert eine unbestimmte Form vom Typ 0/0. Hier kann
Xo durch x&" , X5 » 0o oder —oco ersetzt werden. Die Worte ,,unbestimmte Form* deuten
an, dass der Grenzwert — oder der einseitige Grenzwert — nicht ohne weitere Untersu-
chung gefunden werden kann.

Wir beginnen mit dem einfachen Fall, in dem f und g differenzierbar sind an der
Stelle x = xp mit f(x¢) = g(x0) = 0. Wenn x # x, und g(x) # g(xo) sind, dann erlaubt
uns einige Routinealgebra, zu schreiben

@ _ [f(X) —f(Xo)]/(X — Xo)
g(x) [g(X) - g(Xo)]/(X — Xo)
Die rechte Seite ist der Quotient von zwei Newton-Quotienten. Indem wir den Grenz-

wert fiir x — x, bilden, sehen wir unter der Vorausetzung, dass g’(xo) # 0 ist, dass
dieser Quotient gegen f’(xo)/g  (xo) strebt. Damit erhalten wir das folgende Resultat:

17 Derselbe Grenzwert gilt auch fiir x < 0.
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Regel von L'Héspital

Die Funktionen f und g seien beide differenzierbar an der Stelle x = x, mit f(x,) =
g(x9) = 0 und g’(x0) # 0. Dann gilt

Jx) _ ['(xo)

= 7.12.1
0 g(x) | g'(%0) (7.12.1)

Nach (7.12.1) konnen wir, unter der Voraussetzung g’(x,) # 0, den Grenzwert einer
unbestimmten Form vom Typ ,,0/0“ finden, indem wir den Zdhler und den Nenner
separat differenzieren.

Beispiel 7.12.1

Verwenden Sie die Regel von L'H6spital, um den in Beispiel 6.5.1 gefundenen Grenz-
wert zu bestdtigen, ndmlich:
. -1

lim

x—0 X
Loésung: Setzen Sie f(x) = e*—1 und g(x) = x in Gl. (7.12.1). Beachten Sie, dass
f(0) = e —1 = 0 und g(0) = 0. Weiterhin gilt f'(x) = ¢ und g’(x) = 1, so dass f'(0) =
g'(0) = 1. Gleichung (7.12.1) impliziert daher:

=1

limex_lzf(o):lzl ———
x>0 X g0 1

Beispiel 7.12.2

Nehmen Sie an, dass x > 0 und y > 0. Berechnen Sie

A A
. X" =
lim Y
A—0

Lésung: Bei diesem Grenzwert werden x und y konstant gehalten. Wir definieren
f(A) = x*~y* und g(1) = A. Dann ist f(0) = g(0) = 0. Indem wir die Regel (d/dx)a* =
a*1n a benutzen, erhalten wir f/(1) = x*Inx — y*Iny, so dass f/(0) = Inx — Iny ist.
Weiterhin ist g’(1) = 1 und somit g’(0) = 1. Mit L’Hospitals Regel folgt

lim x* —y? _ Inx—Iny X
A—0 A 1 y

Insbesonders fiir y = 1 erhalten wir das folgende niitzliche Resultat:

A

x*—1
lim =Inx (7.12.2)
20 —_——

Nehmen Sie an, dass wir eine ,,0/0“ Form wie in (7.12.1) haben, aber dass auch
f'(x0)/g'(x0) vom Typ ,,0/0“ist. Da g’(xo) = O ist, bricht das Argument fiir (7.12.1)
zusammen. Was konnen wir dann tun? Gut: Zdhler und Nenner noch einmal sepa-
rat differenzieren. Wenn wir immer noch einen Ausdruck vom Typ ,,0/0“ erhalten,
fahren wir fort, Zdhler und Nenner so lange zu differenzieren, bis der Grenzwert be-
stimmt ist, wenn das moglich ist. Hier ist ein Beispiel aus der Statistik.
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Beispiel 7.12.3

Bestimmen Sie
et —1—xt
lim ——
x—0 x?
Loésung: Der Zdhler und der Nenner sind beide 0 an der Stelle x = 0. Zweimalige
Anwendung der Regel von L'Hospital ergibt:
et —1—xt teX —t 2 et
lim & - %X _ ,0/0¢ = lim ——— = ,,0/0“ = lim = Et2 —

X—0 x2 x—>0 2X x—=0 2

Hier folgen zwei wichtige Warnungen, die die héufigsten Fehler beim Versuch der
Anwendung der Regel von L'Héspital betreffen:

1. Uberpriifen Sie, dass Sie wirklich eine unbestimmte Form haben. Andernfalls
ergibt die Regel gewohnlich ein fehlerhaftes Resultat, wie Aufgabe 5 zeigt.

2. Berechnen Sie den Grenzwert des Quotienten f’/g’ fiir x — x,; differenzieren Sie
nicht f/g als einen Quotienten.

Die hier erklédrte und zur Losung von Beispiel 7.12.3 verwendete Methode beruht auf
dem folgenden Theorem 7.12.1. Beachten Sie, dass die Voraussetzungen beziiglich f
und g schwicher sind als die in den bisherigen Beispielen. Zum Beispiel miissen f
und g nicht einmal differenzierbar sein an der Stelle x = x,. Damit enthélt das Theo-
rem eine allgemeinere Version der Regel von L'Héspital.

Theorem 7.12.1 (Regel von L'Héspital fiir ,,0/0” Formen)

Nehmen Sie an:

(i) Die Funktionen f und g sind differenzierbar in einem Intervall («, ), das x,
enthaélt, eventuell mit Ausnahme der Stelle xg;

(ii) f(x) und g(x) streben beide gegen 0, wenn x gegen x, strebt;
(iii) g'(x) # 0 fiir alle x # xp in (o, B);
(iv) f'(x)/g'(x) — L, wenn x — Xx,, wobei L endlich, co oder —oo sein kann.

Dann gilt:
lim 28— i L0 _
g e g (x)

Erweiterungen der Regel von L'Hospital

Die Regel von L’'Hospital kann auf einige andere Félle verallgemeinert werden. Zum
Beispiel kann x, ein Endpunkt des Intervalls («, 8) sein. Somit kann x — x, durch
X — X(T oder x — x; ersetzt werden. AuBerdem ist leicht zu sehen, dass x, durch oo
oder —oo ersetzt werden kann, wie Aufgabe 4 und 8 zeigen.

Die Regel ist auch auf andere unbestimmte Formen wie ,,+00/ £+ co“ anwendbar.
Aufgabe 9 regt eine Moglichkeit des Beweises an, iiberlédsst es aber dem Leser, die


https://www.pearson.de/9783863263386

7.12 Regeln von L'Héspital

Details zu vervollstandigen. Hier ist ein Beispiel, wie die Regel angewendet werden
kann:
Inx 1/x

lim — = ,00/00“ = lim — =0 (7.12.3)
x—00 X x—oo 1

In der Tat kann manchmal eine Vielzahl von anderen unbestimmten Formen durch
algebraische Umformungen oder Substitutionen in Ausdriicke der Gestalt, die wir
bereits erwahnt haben, transformiert werden.

Beispiel 7.12.4

Bestimmen Sie L = lim (\/5 X5 — x% — X).

X—>00

Lésung: Bemerken Sie zunédchst, dass dies ein ,,00 — co“ Fall ist. Wir nutzen einige
algebraische Umformungen, um es auf einen ,,0/0“ Fall zu reduzieren. Fiir x # 0 gilt:

Vx5 —xt—x=[x°(1— 1/X)]1/5 —x=x(1-1/x)"°—x
Umschreiben der rechten Seite fiihrt zu:

1-1/x)"° -1

lim (Vx° —x* —x) = lim =,,0/0
X—> 00 X—00 1/X

Mit der Regel von L'Hospital erhalten wir:

—_ —4/5 2 —4/5
Lo i MDAV W) [_1 (1—1) ]:_1 —
X—>00 —1/x> x—oo| 5 X 5

Beispiel 7.12.5

Nehmen Sie an: Wenn ein Unternehmen als Input K > 0 Einheiten Kapital und L > 0
Einheiten Arbeit verwendet, dann ist der Output Y = F(K, L) gegeben durch:

Y =A[aK™? + (1— a)L—Q]—l/Q )

wobei A > 0, a € (0,1) und ¢ # 0 Konstanten sind. Halten Sie A, K, L und a konstant
und wenden Sie die Regel von L'H6spital auf z = In[Y/A] an, wenn ¢ — 0, um zu
zeigen, dass'®

lim {A [aK= + (1 — a)L="] " ”} — AK°L'"C (%)

p—0

Losung: Wir erhalten

z=In(aK™?+(1- a)L_‘Q)_l/Q =—In(aK™?+ (1 —a)L™?) /o — ,0/0“ fiir o —> 0

18 Der Ausdruck auf der rechten Seite von (*) ist in den Wirtschaftswissenschaften bekannt
als CES-Funktion (,,konstante Elastizitdt der Substitution®). Der Ausdruck auf der rechten
Seite von (#%) ist die Cobb-Douglas Produktionsfunktion. Funktionen von zwei Variblen, wie
diese, werden nicht eher als in Kap. 14 systematisch untersucht. Trotzdem: Dieses Beispiel
zeigt, wie die Anwendung der Regel von L'Hospital auf eine Funktion von zwei Variablen ein
o6konomisch signifikantes Resultat ergibt.
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Weil (d/dp)K™ = —K~”InK und (d/dp)L™" = —L~?In L, folgt nach der Regel von
L’Hospital:

lim z = lim
o—0 0o—0

(aK_Q InK+(1—-aL®InL

= — — arl—a
aK—Q+(1_a)L_Q )/1—GIDK+(1 a)lnL InK°L

Daher gilt e — K?L'79. Nach der Definition von z folgt, dass F(K,L) — AK9L'"9,
wenn o — 0. ]

Ein wichtiger Grenzwert

Wenn a eine beliebige Zahl groBer als 1 ist, dann gilt a* — oo fiir x — oo. Zum Beispiel
gilt (1.0001)* — oo fiir x — co. Weiterhin gilt fiir eine beliebige positive Zahl p, dass
xP — oo fiir x — co. Wenn wir (1.0001)* und x'°% vergleichen, ist es klar, dass der
erste Ausdruck zunédchst ganz langsam anwéchst, wihrend der zweite sehr schnell
wiichst. Trotzdem ,,iiberholt“ (1.0001)* irgendwann einmal x!°°°. Allgemein kann
man beweisen, dass fiir gegebenes a > 1 und jede feste positive Zahl p gilt:

lim — =0 (7.12.4)

Zum Beispiel konvergieren x*/e* und x'°/(1.1)* beide gegen 0, wenn x gegen oo kon-
vergiert. Dieses Resultat ist tatsdchlich bemerkenswert. Es kann kurz so zusamm-
gefasst werden, indem man sagt, dass fiir eine beliebige Basis a > 1 die Exponen-
tialfunktion a* schneller wdchst als jede Potenz xP von x. Noch kiirzer und biindi-
ger:, Exponentiale besiegen Potenzen.“ (Fiir p < 0 ist der Grenzwert offensichtlich 0.)

Um (7.12.4) zu beweisen, betrachten wir den Logarithmus der Funktion auf der

linken Seite. d. h. . )
lnX—=plnX—X1na=X<pE—lna) ()
a* X

Nun gilt fir x — oo, dass Inx/x — 0 wegen (7.12.3). Somit konvergiert der Term
in Klammern in (%) gegen —lna, was negativ ist, weil a > 1. Es folgt aus (x), dass
In(x?/a*) — —oo und somit xP/a* = exp[ln(xP/a*)] — 0, weil ¢ — 0, wenn z — —oo.

Aufgaben fir Kapitel 7.12

1. Verwenden Sie die Regel von L'Hospital zur Bestimmung von:

3x2 —27 e —1—x— 1x° e _gm2x 4y

(a) lim ——— (b) lim —8MM—2— (¢) lim s
x—3 x—23 X—0 3x3 X—0 x2

—a? . 2/1+x—2—x

2
2. Bestimmen Sie die Grenzwerte: (a) li_n)l X (b) 1
X a

m .
x—a =021+ x+x2—2—x

3. Verwenden Sie die Regel von L’Hdspital, um die folgenden Grenzwerte zu bestimmen:

Cox—1 . x3 +3x% —4 . x*—4x3+6x*—8x+8
(a) lim (b) lim ——— (c¢) lim

x—1x2—1 x—>—2x3+5x2+8x+4 x—>2 x3—3x24+4

. Inx—x+1 . 1 7x+1 X x¥—x
(d) }1—1111 (x—1)2 (¢) }1—1111 x—1 n(4x+4) (0 xl—rilll—x-i-lnx
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Anspruchsvollere Aufgaben

8.

» Losungen zu den Aufgaben finden Sie im Anhang des Buches.

= Fortsetzung

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim — (b) lim xInx (¢) lim (Xel/X—X)
X—>00 /X x—0t x—0t

Finden Sie den Fehler in der folgenden Schlussweise:

. X’+3x—4 . 2x+3 o2 1
hm—=l =hm—=—
x—1 2x?%—2x x—14x—2 x—14 2

Welches ist der korrekte Wert des ersten Grenzwerts?

1—(1+vA)Y
Bestimmen Sie fiir 8 > 0 und y > 0 den Grenzwert lim #
v—0t v

(Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall 8 = 1.)

In dem Kontext der Beispiele 7.1.5 und 7.1.8 ist die Familie der CES-Nuzenfunktionen
gegeben durch?®®

cl=P —1
——, wennp#1
u(c) = 1—p
Inc, wenn p =1
fir alle ¢> 0. Verwenden Sie die Regel von I'Héspital, um zu zeigen, dass
1—po _
. C 1 . . . . i .
lim ——— = Inc. In diesem Sinne ist die Familie ,stetig in p*.

p—1 1—0p

Nehmen Sie an, dass f und g beide fiir alle grofen Werte von x differenzierbar sind
und dass f(x) und g(x) beide gegen 0 konvergieren, wenn x — co. Wenn zusétzlich
limy— o0 g'(x) # 0 ist, so zeigen Sie, dass
4
i 10 o [

A 0x) =,0/0 =Xl_1)néo 7()

indem Sie x = 1/t im ersten Quotienten setzen und dann die Regel von L'Hospital
anwenden, wenn t — 01,

Nehmen Sie an, dass limy sy, f(x)/g(x) =, £ 00/o0“=L# 0, wobei f und g
differenzierbare Funktionen sind, deren Ableitungen f'(x) und g’(x) gegen ei-
nen Grenzwert ungleich Null konvergieren, wenn x gegen xo konvergiert. Zei-
gen Sie durch Anwendung der Regel von L'Héspital auf den dquivalenten Grenz-
wert limy—x, [1/g(x)]/[1/f(x)] = ,0/0%, dass L= limy—y,[f’(x)/g’(x)], vorausge-
setzt, dass dieser Grenzwert existiert.

19 Siehe Beispiel 7.12.5. Diese sind auch bekannt als konstante relative Risiko-Aversion oder

CRRA Bevorzugungen.
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Anwendungen der Differentialrechnung

Aufgaben zur Wiederholung fiir Kapitel 7

1. Nutzen Sie implizite Differentiation, um dy/dx und d%/dx? fiir jede der
folgenden Gleichungen zu bestimmen:

(a) 5x+y =10 (b) xy® =125 (c) e¥ =x°

Uberpriifen Sie dies, indem Sie jede Gleichung nach y als Funktion von x
auflosen und dann differenzieren.

2. Berechnen Sie y’, wenn y implizit durch die Gleichung y® — xy* = 24 defi-
niert ist. Wird y’ jemals 07

3. Der Graph der Gleichung x*® + y® = 3xy verlduft durch den Punkt (3/2,3/2).
Bestimmen Sie die Steigung der Tangente an die Kurve in diesem Punkt.
Diese Gleichung hat einen interessanten Graphen, der Descartes’ Folium
genannt wird und in Abb. 7.W.1 dargestellt ist.

y
21 (3/2,3/2)
10
; . ; > X
-2 -1 1 2
X+y+1=0 \\1\\
—21

Abbildung 7.W.1: Descartes’ Folium

4. (a) Bestimmen Sie die Steigung der Tangente an die Kurve x*y + 3y® = 7 in
(x.y) =(2.1).
(b) Zeigen Sie, dass y” = —210/13% in (2, 1).

5. Sei K'/3LY3 = 24. Berechnen Sie dL/dK durch implizites Differenzieren.

6. Die Gleichung
Iny+y=1-2Inx—-0.2(Inx)?

definiert y als Funktion von x fiir x > 0, y > 0. Berechnen Sie y’ und zeigen

Sie, dass y’ = 0 fiir x = 5.

7. Betrachten Sie das folgende makrékomische Modell:

G Y=C+I ({)C=fY-T) (i) T=a+pY
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7.12 Regeln von L'Héspital

9.

Dabei ist Y das BIP, C der Konsum, T bezeichnet die Steuern und die Parame-

ter @ und B sind Konstanten. Nehmen Sie an, dass f € (0,1) und 8 € (0, 1).

(a) Leiten Sie die Gleichung Y = f((1 — B)Y —«) + I aus den Gleichungen
(1)—(iii) her.

(b) Differenzieren Sie die Gleichung in (a) implizit beziiglich I und bestim-
men Sie einen Ausdruck fiir dY/dI.

(c) Untersuchen Sie das Vorzeichen von dY/dI.

(a) Bestimmen Sie y’, wenn y implizit durch die Gleichung x*—xy +2y* = 7
gegeben ist.

(b) Bestimmen Sie die Punkte auf dem Graphen der Gleichung, in denen
die Tangente horizontal ist und in denen sie vertikal ist. Stimmen Thre
Resultate mit dem in Abb. 7.W.2 gezeigten Graphen iiberein?

T s 43 2 -1 1 2/3 4 S g o8
_17 _1
=2 =2
xzy—3y3=2x

-3 =g

Abbildung 7.W.2: Aufgabe 8 Abbildung 7.W.3: Aufgabe 9

Der Graph der Gleichung x?y —3y3 = 2x geht durch den Punkt (x,y) =
(—1,1).
(a) Bestimmen Sie die Steigung des Graphen in diesem Punkt.

(b) Bestimmen Sie die Punkte, in denen der Graph eine vertikale Tangen-
te hat. Zeigen Sie, dass kein Punkt auf dem Graphen eine horizontale
Tangente hat. Stimmen Thre Resultate mit dem in Abb. 7.W.3 gezeigten
Graphen iiberein?

10. Sei f die Funktion, definiert durch die Formel f(x) = 1 In %

(a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich und den Wertebereich von f.

(b) Zeigen Sie, dass f eine Inverse g hat und bestimmen Sie eine Formel fiir
die Inverse. Beachten Sie, dass f(3) = 3 In 3 ist. Bestimmen Sie g’(3 In 3)
auf zwei verschiedene Arten.

11. Sei f(x) fiir alle x > 0 definiert durch f(x) = (Inx)* —2(Inx)?> + Inx .

(a) Berechnen Sie f(e*) und bestimmen Sie die Nullstellen von f(x).

(b) Zeigen Sie, dass f(x), definiert auf dem Intervall [e, c0), eine inverse
Funktion h hat und bestimmen Sie dann h’(2).
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