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Deterministische kontinuier-
liche Signale im Zeitbereich

B 3.1 Wie kann man Signale im Zeitbereich
darstellen?

Die Darstellung des simulierten Spannungsverlaufs u(¢) im Bild 3.1 ist dem Kurvenverlauf
auf dem Bildschirm eines Oszilloskops nachempfunden.
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Bild 3.1 Kontinuierlicher Spannungsverlauf

Aus dem Kurvenverlauflassen sich einige Informationen tiber das Signal gewinnen, z. B. die
zeitliche Dauer (falls endlich), der Wertebereich, die Lage der Nulldurchgidnge und der Ex-
tremwerte. Eine genauere Analyse ermdglicht evtl. auch eine Ermittlung der Frequenzzu-
sammensetzung des Signals. Die komplette Information ist im Kurvenverlauf u(¢) (physika-
lischz.B. 1V - cos(2T fpt) bzw. x(f) systemtheoretisch z. B. cos(27 fp?)) enthalten.

B 3.2 Elementarsignale

Elementarsignale stellen einfache und idealisierte Signale dar, die jedoch den groRen Vor-
teil einfacher mathematischer Handhabbarkeit besitzen. Man denke an die Berechnung von
Integralen, wie sie im Zusammenhang mit Signaloperationen vorkommen. Bei Verwendung
von Elementarsignalen verringert sich der Aufwand fiir die Integration ganz erheblich.
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Wenn man analytisch rechnen will, verwendet man Elementarsignale einzeln oder in Kom-
bination zur vereinfachten Nachbildung praktisch auftretender Signale. Dabei ist immer zu
beachten, dass durch die Idealisierungen bei Verwendung von Elementarsignalen keine zu
groflen Fehler entstehen diirfen. Bild 3.2 illustriert die Problematik.
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Bild 3.2 Gemessene Signalverlaufe; a) gute Approximation durch Rechteck, b) ungenaue Approximation
durch Rechteck

Betrachtet man den gemessenen Signalverlauf im Bild 3.2a, so erkennt man, dass ein Erset-
zen der Messkurve durch eine idealisierte Rechteckfunktion unkritisch sein sollte. Das Signal
im Bild 3.2b wiirde durch eine Rechteckfunktion jedoch nur grob angenéhert.

Konstantes Signal

Gleichspannung oder Gleichstrom lassen sich beispielsweise als konstante Signale darstel-
len. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kann man den Wert des einheitenlosen Signals
x(t) zu 1 annehmen.

x(7)

t Bild 3.3 Konstantes Signal x(t) = 1

Einheitssprung &(t)

Der Einheitssprung ldsst sich sehr gut verwenden, um Ein- bzw. Ausschaltvorgénge zu mo-
dellieren. Bild 3.4 zeigt eine mdgliche Anwendung.

Sl B

Die folgende einfache abschnittsweise Definition ist fiir praktische Anwendungen im Allge-
meinen vollig ausreichend:

0 fir t<0
8(”_{1 fiir > 0. @3-

v
Bild 3.4 Modellierung eines

Einschaltvorgangs
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Hinweis: Man darf sich unter ¢(#) keine analytische Funktion vorstellen wie etwa die Kosi-
nusfunktion, die Logarithmusfunktion o.A., sondern es handelt sich um eine symbolische
Kurzschreibweise fiir die abschnittsweise Definition nach Gl. (3.1). Bild 3.5 zeigt den zeitli-
chen Verlauf der Funktion.

x(1) = &)

t Bild 3.5 Einheitssprung

Rechteckfunktion rect(t/T)

Rechteckférmige Signalverldufe treten z. B. bei kombinierten Ein- und Ausschaltvorgidngen
auf. Sie stellen auch eine typische Signalform im Rahmen der Impulstechnik dar. Bild 3.6
zeigt den Zeitverlauf der elementaren Rechteckfunktion und veranschaulicht ihre Definition
als Differenz zweier gegeneinander verschobener Einheitsspriinge.

ar172)

+ -6(-T12) !

14 L

x(¢) = rect(t/T)

-T2 172 4 Bild 3.6 Rechteckfunktion

Die Zeitverschiebungen und die Spiegelung des Signals ¢(# — T/2) an der Zeitachse stellen
erste Beispiele von Signaloperationen dar. Im Abschnitt 3.3 werden diese Signaloperationen
neben anderen noch eingehender erldutert.

t T T
rect (T) :e<t+ E) fe(tf E) 3.2)

Die symbolische Bezeichnung rect(t/T) stammt vom lateinischen , rectangula®“. Man darf
sich darunter auch hier keine analytische Funktion vorstellen, sondern es handelt sich wie-
der um eine symbolische Kurzschreibweise fiir die abschnittsweise Definition des Signals!

Ausgehend von der in Gl. (3.1) angegebenen abschnittsweisen Definition des Einheits-
sprungs erhilt man folgende Definition der Rechteckfunktion.

0 fiir t<-T/2

rect(%): 1 fir —T/2<t<T/2 3.3)
0 fir > T/2.
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Dirac-Impuls 6(t)

Héufig wird in Lehrbiichern die folgende einfache, fiir praktische Anwendungen ausreichen-
de, aber mathematisch nicht rigorose Herleitung verwendet.

Ausgangspunkt ist die Rechteckfunktion T~! - rect(t/T). Aus Bild 3.7 liest man ab, dass die
Flidche unter der Funktion gleich 1 sein muss (Breite T-Hohe 1/7T). Wenn man nun den Wert
von T immer weiter verkleinert, bleibt die Flache gleich eins, da die Hohe reziprok zur Breite
des Rechtecks immer weiter anwéchst.

x(t)
8/T
T Fliche = 1
2/T
T 1/T
-T2 -4 -T/16 T/16 T/4 T/2 t
Bild 3.7 Rechteckfunktionen mit konstanter Flache = 1
Fithrt man nun den Grenziibergang
0(t) = lim ! rect ! (3.4)
10T T ’

durch, so entsteht ein Impuls, der als Dirac-Impuls, Dirac-Stofs, Deltafunktion oder Di-
rac’sche Deltafunktion bezeichnet wird. Seine Dauer geht gegen 0 und seine Hohe gegen co.
Der Name erinnert an den Physiker Paul Dirac, der wichtige Beitrdge zur Quantenmechanik
geleistet und das Signal in diesem Zusammenhang eingefiihrt hat.

Als grafische Darstellung hat sich der im Bild 3.8 zu erkennende Pfeil nach oben eingebiir-
gert. Er symbolisiert die Hohe des Impulses, die gegen oo geht. Die vorher erwdhnte kon-
stante Flache = 1 wird nach dem Grenziibergang als Gewicht oder Gewichtsfaktor bezeich-
net. Dies schreibt man in Klammern neben die Spitze des Pfeils. Andere Gewichtsfaktoren
konnen ebenfalls in der Klammer stehen, z. B. (—1) bei einem ins Negative reichenden Dirac-
Impuls.

Eine einfache abschnittsweise Definition des Dirac-Impulses kénnte nun folgendermafien
lauten:

oo fur t=0
6(”:{ 0 fiir t#0 35
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x(t) = &1)
(1) Gewicht £ Fliche

Bild 3.8 Symbolische Darstellung
t des Dirac-Impulses

Die ungewohnliche Definition wirft folgende Fragen auf:
1. Wie kann man das so definierte Signal mathematisch handhaben?
2. Wie ist das Gewicht des Dirac-Impulses in der abschnittsweisen Definition enthalten?

Letztendlich stellt der Dirac-Impuls keine mathematische Funktion im eigentlichen Sinn
dar, sondern eine sogenannte Distribution. Die Distributionentheorie /27/ soll im vorlie-
genden Buch jedoch nicht behandelt werden.

Eine Definition des Dirac-Impulses, die die Fragen 1. und 2. vermeidet, 1dsst sich durch ein-
fache Uberlegungen nach Bild 3.9 ermitteln. Anzumerken ist hier erneut, dass die mathema-
tische Herleitung nicht rigoros ist, fiir praktische Anwendungen jedoch ausreicht. Vorausset-
zung hierfiir ist, dass das Signal x(t) bei ; stetig ist, was bei ,praktischen” Signalen immer
gegeben ist.

TN

> Bild 3.9 Anschauliche Definition
t des Dirac-Impulses

Der Mittelwert des Signals x(¢) in einem Zeitintervall der Dauer T symmetrisch um den Zeit-
punkt £, ldsst sich mit folgendem Integral berechnen:

| o172
X(t) = / x(f) dt (3.6)
to—T/2

Unter Verwendung der Rechteckfunktion l4sst sich formal eine Integration von —oco bis oo
durchfiihren. Die Signalanteile auflerhalb des Rechtecks werden dabei unterdriickt und lie-
fern somit keinen Beitrag zum Integral.

mo):% / x(t)rect(t}to) dt 3.7)

—00

Wenn man nun die Breite T der Rechteckfunktion gegen 0 gehen lésst, so strebt der Mittel-
wert im Zeitintervall gegen den Signalwert zum Zeitpunkt . Voraussetzung ist die vorher
angegebene Stetigkeit von x(#) bei t = t.

o0

T t—to 3 1 t— 1o
x(to)—%}g%) T,[O x(t)rect( T ) dti,zc x(t)%lLI})Trect( T ) dr (3.8)

O(t—to)
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In dieser Gleichung taucht wieder der oben erlduterte Grenziibergang auf, der von der Recht-
eckfunktion zum Dirac-Impuls fiihrt. Die formal korrekte Definitionsgleichung des Dirac-
Impulses lautet damit

/ x(D0 (t — ty) dt = x(ty). 3.9)

—00

Man spricht bei dieser Definitionsgleichung auch von der Ausblendeigenschaft des Dirac-
Impulses. Alle Signalwerte auller x(#y) werden ausgeblendet bzw. unterdriickt. Diese Defini-
tion mittels eines Integrals ist charakteristisch fiir Distributionen.

Betrachtet man nur das Produkt unter dem Integral, so erhélt man die Multiplikationseigen-
schaft des Dirac-Impulses.

x(1) -0 (t — tg) = x(ty) - 0 (t — tp) (3.10)

Bild 3.10 veranschaulicht diese einfache Beziehung

x(t) &t'to) (1)
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! Bild 3.10 Produkt aus kontinuierlichem Signal
L ! und Dirac-Impuls

Fiir alle Zeitpunkte ¢ # t; ist der Signalwert des Dirac-Impulses gleich null. Somit wird das
Signal nur zu diesem einen Zeitpunkt, ndmlich ¢ = #,, mit einem Zahlenwert ungleich null
multipliziert und nur dieser eine Zahlenwert wird im Produkt wirksam. Zu beachten ist, dass
das Signal x(#) bei £, stetig sein muss.

Technisch ldsst sich der Dirac-Impuls natiirlich nicht erzeugen. Dennoch kann es vorteil-
haft sein, mit Dirac-Impulsen zu rechnen, z. B. bei der Beschreibung der periodischen Fort-
setzung eines Signals durch Faltung mit einer Dirac-Impulsfolge wie sie im Bild 3.38 darge-
stellt wird. Eine andere Anwendung ist die mathematische Beschreibung von Abtastvorgin-
gen wie im Abschnitt 6.1. Eine praktisch ausreichende Nachbildung des Dirac-Impulses wird
durch einen kurzen Impuls erreicht, dessen Dauer sehr viel kleiner ist als die Zeitkonstanten
in einem System, an dessen Eingang der Impuls angelegt wird. Bild 3.11 zeigt eine einfache
Anordnung dieser Art mit dem Eingangssignal u.(f) und einem schematisch dargestellten
Ausgangssignal u,(1).

Beispiel 3.1 Ubergang des Eingangssignals von der Rechteckfunktion zum Dirac-Impuls
u(® o— T N AG)!
RC R ) E l—e C

T ! T t

Bild 3.11 RC-Schaltung mit Rechteckimpuls als Eingangssignal





